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1
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q|]z¨^x{|]y@My{z¨~¨z¨xµvÂŁYz}wxz¨y{{xz}|]«|¢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p({τα;α ∈ G}) =
∏
α∈G
∏
v∈V (α)
ψ(α; v)
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ψ
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{sα∈{−1,1}}
exp
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−β
∑
α∈G
∑
v∈V (α)
Jα;vsαsv +Hαsα
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´gilkl
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∑
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¸]z¨UMyiwlki$l
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lkÊwvQj³jclkxv
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l$wxl$Ł gCjc|wx
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w
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wxMy{~}l¶wxMxl$w|Q$k{w¢¸´g{z}gclk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nwlkx¶|M®/xK§U2z¨Y®º|]jUMxz}|]iw$|]~¨~}l$kxl$Ły^v
xgil{|]yl#lkg{z}k~}l$w¢¸
n`,t
lk{l$wlkxwnxgil.^{jnylkn|M®ªxz¨jcl$w.U{|]yllkg{z}k~}l$w4´]w4z¨±xgil
~¨z¨{·
`
MxŁi$v^¼Ãxz¨jcl
t
wz¨i$lﬃxgilﬃylkz¨{{z¨{³|M®\ŁiMx.$|]~¨~}l$kxz}|]/¬5fgilk/¸xgil>g{z}wx|]z}¢M~]M~¨il
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oÈ ]Ł{ŁYz¨xz}|]/¸5~}lkx³iw³]ww{jcl(xg@Mx³xÈ´ª|½~¨z¨{·Yw
`
MiŁ
`′
MlÅŁYz¨l$kx~¨va$|]{il$kxl$Ł xg{|]{g
w|]jcli|^Ł{l¬¹oµ®F4{|]ylﬃlkg{z}k~}l|Ql$w¹®C|]j
`
x|
`′
¸z¨xV´z¨~¨~iyl>My{~}lx|­wlkiŁMcz¨Y®¯|]jUMxz}|]
$|]i$lk{z¨{
τ`τ`′
¬sx{|]j xg{z}wﬃ|]il.¢MÊ$|]j³{{xl­xgil.$|]lk~²Mxz}|]Êylkxµ´¶l$lk
α = (`, t)
MiŁ
β = (`′, t+ 1)
σhαβ
 

=
εαβ − hαhβ√
hα(1− hα)hβ(1− hβ)
]$$|]ŁYz¨{x|xgil4g{z}wx|]z}¢M~;¢lkMz¨{U{|Q$l$ŁY{l
εαβ
	
=
1
nαβ
nαβ∑
i=1
τ iατ
i
β,
´gilkl
{(τ iα, τ
i
β), i = 1 . . . nαβ}
z}wxgil­wlkx|M®¹z¨Y®¯|]jUMxz}|]W$|]~¨~}l$kxl$ŁWyvÅxgil{|]yl­¢Mw¢¬
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¦
ww{j³z¨{4xg@MxxgilxK§UÎ@|¢´ lk|]~¨{xz}|]Ug@]w52@Mx{M~!¢MiwM~i|]z}lkxMxz}|]/¸^´ªl$|]iwz}Ł{lk
xg@Mxxgil2wxMxl|M®\xgil>xK§Uz¨Ånz¨lkÅ~¨z¨{·|M®\xgil>ilkxµ´¶|]·ÅMxxz¨jcl
t
z}w¶$|]iŁYz¨xz}|]il$ŁÅy^v
xgil4wxMxl4|M®;xgililkxµ´¶|]·WMxxz¨jcl
t− 1
¬
¦
w#l$w{~¨x¢¸Yxgil4{|]y@My{z¨~¨z¨xµvÅxg@MxﬃMÂ|]{x|]z¨{
~¨z¨{·Æ|M®2Âz¨lk k|ww¼Ã|]Ł{w
a
z}wwMx{Mxl$Ł Mxxz¨jcl
t
z}w$|]iŁYz¨xz}|]il$Łx|WxgilÅwxMxl$w|M®
z¨i$|]j³z¨{U|]Ł{wx|
a
Mxxz¨jcl
t− 1
¬
m]wl$ŁÂ|]Wxgil.ŁiMx³´g{z}gÊjU$vyl4l¢M~¨z}wxz}¢M~¨~¨vÂl2ﬀYx]kxl$ŁÂ®¯|]j xgilnxK§U­ilkxµ´¶|]·
y^v xgil«{|]yl«lkg{z}k~}l$w¢¸ﬃ´ªl½]ww{jcl«xg@MxÂÆ|]ilH¼µŁi$v w
Mj³{~}l«|M®.xK§UÊz}wÅŁYz}wxz¨y{{xl$Ł
]$$|]ŁYz¨{x|c#{|]y@My{z¨~¨z¨xµvÅ®¯{ikxz}|]/¸i´g{z}gÂ´ªl­Ł{lkxMz¨~;i|¢´­¬
p>xgilx|]W|M®;xgilxK§U4ilkxÈ´ª|]·¸ixgil4$|]lk~²Mxz}|]iwﬃ´ªl4jcl¢]w{l~}l¢]ŁÂx|³Ł{lHÄiilxgil
M{g
G
®¯|]j
•
xgilci|QŁ{l$w
(`, t)
$|]l$w|]iŁYz¨{«x|±~¨z¨{·
`
|M®xgilUxK§UUilkxµ´ª|]·Æ´z¨xgÂxz¨jclH¼
wxMj³
t

•
xgil($|]lk~²Mxz}|] ~¨z¨{·Yw¢¸¹´g{z}g wz¨j³{~¨v|]z¨Æxgil(i|QŁ{l$w
(`, t)
MiŁ
(`′, t + 1)
zÇ®ﬃxgil
$|]l$w|]iŁYz¨{~¨z¨{·Yw
`
MiŁ
`′
Mln$|]{il$kxl$ŁÊyvW³i|]Y¼Ã]M{z}wg{z¨{
σ``′
¬fgil$wl#Ml
~}|^¢M~;$|]lk~²Mxz}|]iw¢¸iwz¨i$l
`
MiŁ
`′
g@¢lni|QŁ{lz¨W$|]j³jc|]/¬
fgilM{gcz}w5|]z}lkxl$ŁF¸{MiŁ³´¶lw¢v.xg@Mx
α = (`, t)
z}wª2@Mlk^xVi|QŁ{l|M®
β = (`′, t′)
r MiŁ
β
z}w>Ug{z¨~}Ł«|M®
α
rzÇ®5xgilkvWMl.~¨z¨{·l$ŁÂy^vÊ#Äi{z¨xl#$|]lk~²Mxz}|]
σ``′ 6= 0
MiŁWzÇ®
t′ = t− 1
g¯wl$lzxz¨{lWY¬èiH¬yxi|]U«z¨lk i|QŁ{l
α
´¶lÂ¢M~¨~
a(α)
xgilw{yiwlkx³|M®i|^Ł{l$w´g{z}g Ml
@Mlk^xwc|M®
α
MiŁ
c(α)
xgilw{yiwlkx#|M®2i|^Ł{l$w´g{z}gMlÅg{z¨~}Ł |M®
α
¬Sf;|±l¢]g i|QŁ{l
α
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t
t + 1
 
798 :(; ;><?
gºixgil­|]ŁWilkxµ´ª|]·ÊŁY{{~¨z}¢Mxl$ŁW®º|]xÈ´ª|xz¨jclH¼µwxMj³iw
t
MiŁ
t+ 1
´z¨xgWxgil
k|ww¼Ã|]Ł{w>lk{l$wlkxl$Ł±yvÊkz¨k~}l$w IgCynixgil#$|]l$w|]iŁYz¨{$|]lk~²Mxz}|]½M{g
´gilkl4i|QŁ{l$wﬃMl4xz¨jclH¼µwxMj³l$Ł|]Ł{wﬃlk{l$wlkxl$ŁWyv(y{~²]·w^@Ml$w¢¬
t
t + 1
t− 1
c(α)
a(α)
α
78 :(; ; ?5¦
i|QŁ{l
α
¸{z¨xwwlkx|M®@Mlk^xw
a(α)
MiŁz¨xwﬃwlkx|M®¹g{z¨~}ŁYlk
c(α)
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´¶lcMxx]g¾xgilxK§Uc]Mz²My{~}l
τα ∈ {0, 1}
¬cfgil2q|]z¨^x4{|]y@My{z¨~¨z¨xµv¾ŁYz}wxz¨y{{xz}|]Æ|M®ªxgil
{{·Qi|¢´W]Mz²My{~}l$w
τα
z}w>]ww{jcl$Łx|yl­|M®;xgil4®¯|]j
pB({τα, α ∈ G}) =
∏
α∈G
p(τα|{τβ , β ∈ a(α)})
!\lkx
U
ylWxgil«w{yiwlkx|M®­i|QŁ{l$w
α∗
®º|]´g{z}g xgil«{|]yl«lkg{z}k~}l$wg@¢l±{|¢Qz}Ł{l$ŁÍM
z¨Y®º|]jUMxz}|]/¸Q´g{z}gÅz¨(lkilkM~´z¨~¨~ylxgil>{|]y@My{z¨~¨z¨xµv
pα∗
|M®\wMx{Mxz}|] g
τα∗ = 1
iH¬m¶v
$|]iwxikxz}|]/¸ixgil¶|]z¨x{|]y@My{z¨~¨z¨xÈvjcl¢]w{l$Ł®º|]xg{z}ww{yiwlkxg@]w2#{|^ŁYikx®¯|]j
q({τα∗ , α
∗ ∈ U})
	
=
∏
α∗∈U
(
τα∗pα∗ + τ¯α∗(1− pα∗)
)
,
iwz¨{#xgily|Q|]~}l¢Mi|]xMxz}|]
τ¯ = 1− τ
¬fgil{{|wl2|M®xgil­M~¨|]z¨xg{j z}wx|Ł{lkxlkj³z¨il
xgil4$|]j³{~}lkxl.wlkx|M®¹jUMz¨@M~/®¯{ikxz}|]iw
pα(τα) =
∑
{τβ ,β 6=α}
p(τα, {τβ , β ∈ G})
p({τα∗ , α∗ ∈ U})
q({τα∗ , α
∗ ∈ U}).
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	 F=V  U=[PH
fgilﬃm¢vl$wz²MUlk{l$wlkxMxz}|]Å|M®xgilz¨Y®¯lklki$lﬃM{g/¸^M~¨xgi|]{gl2ﬀi]kx¢¸^M{l¢MwVŁYzÇ§Uk{~¨x
x|Ug@MiŁY~}ln´z¨xgÊxgilnjcl$wwMl­@]wwz¨{U{|Q$l$ŁY{ln´g{z}gÊ´z¨~¨~ylnl2ﬀQ{~²Mz¨il$ŁÊ~²Mxlk¢¬  gilk
z¨x$|]jcl$wx|jUM·l4l2ﬀY{~¨z}kz¨xxgil4wlkx|M®$|]iŁYz¨xz}|]@M~\{|]y@My{z¨~¨z¨xz}l$w
p(τα|{τβ, β ∈ a(α)})
¸@z¨x
z}wxlkj³{xz¨{cx|UM{{|0ﬀYz¨jUMxl­xg{z}w>]w
p(τα|{τβ , β ∈ a(α)}) =
∏
β∈a(α) p(τα|τβ)
Zα({τβ , β ∈ a(α)})
,
´z¨xg
Zα
i|]jUM~¨z>v$z¨{$|]iwxMx
Zα({τβ , β ∈ a(α)})
	
=
∑
τα∈{0,1}
∏
β∈a(α)
p(τα|τβ),
lkiw{z¨{(xg@Mx
p(τα|{τβ , β ∈ a(α)})
z}w4{|]y@My{z¨~¨z¨xµv±jcl¢]w{l.®º|]
τα
¬­ml$¢Miwl|M®¶xg{z}w
i|]jUM~¨z>v°Mxz}|]Â$|]iwxMx¢¸Qz¨xª´z¨~¨~ylﬃil$$l$ww
Mvcx|n@]wwVjcl$ww
Ml$wMjc|]{#@Mlkxw°¸Yg@$Qz¨{
g{z¨~}Łz¨W$|]j³jc|]/¸{z¨W]Ł{ŁYz¨xz}|]Êx|xgil4jcl$wwMl$wylkxÈ´ªl$lkW@Mlk^xw>MiŁg{z¨~}ŁYlk/¬t^ig
#$|]j³{~¨z}¢Mxz}|]Âz}wŁYzÇ§Uk{~¨xﬃx|.g@MiŁY~}l¸!MiŁÅ´ªl4¢M~¨~®¯|]MW]Ł{ŁYz¨xz}|]@M~;M{{| ﬀQz¨jUMxz}|]Wyv
l$Ł{lHÄi{z¨{Uxgilq|]z¨^x{|]y@My{z¨~¨z¨xµvjcl¢]w{l­z¨xlkjcw|M®#@Mz¨´z}wlMiŁ{|]j  ±M·|¢Ä@lk~}Ł
pMF ({τα, α ∈ G}) =
1
Z
∏
α∈G
∏
β∈a(α)
ψ(τα, τβ).
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´gilkl­xgil4@Mz¨´z}wl4z¨^xlk]kxz}|]Â®¯{ikxz}|]iw>Ml­wz¨j³{~¨v(z¨lkÂy^v
ψ(τα, τβ) = p(τα|τβ).
xi|]j8xgilÊg{z}wx|]z}¢M~4ŁiMx¾´¶l«jU$v g@¢l«M gilk{z}wxz}±l$wxz¨jUMxz}|]Í|M®­xgilÊ$|]iŁYz¨xz}|]@M~
{|]y@My{z¨~¨z¨xz}l$w
p(α|β)
ylkxÈ´ªl$lkx|.i|^Ł{l$w
α = (`, t)
MiŁ
β = (`′, t+1)
|M®/xgil>M{gÅwig
xg@Mx
`
MiŁ
`′
¸;xgilU$|]l$w|]iŁYz¨{W~¨z¨{·Yw¢¸¹Mlc$|]{il$kxl$ŁSy^vS$|]lk~²Mxz}|]a~¨z¨{·¬(oµSxgil
~¨z¨j³z¨xn´gilklxgil³g{z}wx|]z}¢M~VŁiMxÅz}w4l2ﬀi]kx¢¸/zÃ¬ l¬zÇ®xgilc]$k{jn{~²Mxz}|]axz¨jcl³z}w4wY§Ukz}lk^x~¨v
~}|]{i¸ixgil¶q|]z¨^x{|]y@My{z¨~¨z¨xµv
p(τα, τβ)
xlkiŁ{wx|
p(τα, τβ) = εαβτατβ + (hβ − εαβ)τ¯ατβ + (hα − εαβ)τατ¯β + (1− hα − hβ + εαβ)τ¯ατ¯β.
fgiln$|]iŁYz¨xz}|]@M~\{|]y@My{z¨~¨z¨xµvxgilklH®º|]l4l¢]Ł{w
p(τβ|τα) =
p(τα, τβ)
p(τα, τβ) + p(τα, τ¯β)
= τβ
[εαβ
hα
τα +
hβ − εαβ
1− hα
τ¯α
]
+ τ¯β
[hα − εαβ
hα
τα +
1− hα − hβ + εαβ
1− hα
τ¯α
]
.
gºY¬>ori
¦
xxg{z}w|]z¨xz¨xz}w³wxMz¨gxq®º|]´¶MŁ x|ÊjUM·lÅxgilÅ$|]{il$kxz}|] ´z¨xg xgil(MiŁ{|]j7oÖwz¨{
jc|QŁ{lk~®º|]jn{~²Mxz}|]±|M® gºY¬>oriDgºY¬èiH¬ªoµiŁ{l$l$ŁF¸iwlkxxz¨{UMMz¨Â®º|]
α ∈ G
sα
 

= 2τα − 1,
MiŁÂiwz¨{³xgil4{|]lkxz}l$wﬃ|M®¹y{z¨@MvMz²My{~}l$w¢¸{´¶l4g@$l
ψ(sα, sβ)
	
= exp
(
log p(τα|τβ)
)
= exp
(
Jαβsαsβ +Hαβsα +Hβαsβ + Cαβ
)
,
´z¨xg 

Jαβ
 

=
1
4
log
εαβ(1− hα − hβ + εαβ)
(hα − εαβ)(hβ − εαβ)
,
Hαβ
 

=
1
4
log
εαβ(1− hα)
2(hα − εαβ)
(1− hα − hβ + εαβ)h2α(hβ − εαβ)
,
Hβα
 

=
1
4
log
εαβ(hβ − εαβ)
(1− hα − hβ + εαβ)(hα − εαβ)
,
Cαβ
 

=
1
4
log
εαβ(hα − εαβ)(hβ − εαβ)
(1− hα − hβ + εαβ)h2α(1− hα)
2
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xz¨@M~¨~¨v
Hα


=
∑
β∈a(α)
(Hαβ +Hβα) +
∑
β∈c(α)
(Hαβ +Hβα),
$|]j³{~}lkxl$wﬃxgil­$|]{il$kxz}|]W´z¨xgWxgiljc|^Ł{lk~\|M®VtQl$kxz}|]ÊY¬èY¬
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oÈÆ|]Ł{lkx|Êl$$|]iwxikx³xgilxK§U´¶l(iwl(Wjcl$wwMlH¼Ã@]wwz¨{Ê{|Q$l$ŁY{lMjc|]{±xgil
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